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数字多路选择器树形网络设计理论和算法 

姜文彬 ，姜恩华 
(淮北煤炭师范学院物理系  安徽 淮北  235000) 

 
【摘要】利用多路选择器网络可以实现任意逻辑函数的原理和布尔代数运算，提出了基于逻辑函数不相交的简化的积之

和形式的数字多路选择器树形网络设计的一种代数方法，该方法可以使待设计的数字多路选择器网络化简到最小树形网络。

给出的设计实例说明了该方法是有效的，容易实现数字多路选择器网络的自动综合。 
关  键  词  布尔代数;  多路选择器;  不相交的简化的积之和形式;  计算机辅助设计 
中图分类号  TN79+1            文献标识码  A 

 
Theory and Algorithm for the Design of  
Digital Multiplexer Tree-Type Networks 

 
JIANG Wen-bin，JIANG En-hua 

(Department of Physics, Huaibei Coal Industry Teachers College  Huaibei Anhui  235000) 

 
Abstract  In this paper, an algebraic method for the design of digital multiplexer tree-type networks based on 

disjoint reduced sum-of-products forms of logic functions is presented by using principle realizing any logic 
function with multiplexer network and Boolean algebraic operations. By using the method, the digital multiplexer 
networks can be simplified to minimal tree-type networks. The example given in the paper shows the method is 
effective. Using the method, digital multiplexer network logical synthesis can easily be accomplished automatically 
on a computer.  
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多路选择器(Multiplexers，MUX)亦称数据选择
器，是一种多功能通用逻辑器件(模块)。在应用多路
选择器通用逻辑模块实现多变量函数时，由于受多

路选择器模块的控制(地址)端个数的限制，需要选取
变量集合的一个划分，并将各划分块中的变量分别

配置(分配)给网络中每级网络的各个选择器的控制
端，作为控制(地址)变量，以树形网络(或级联网络)
实现。然而，多路选择器网络的繁简程度与该网络

中每级网络的各个选择器的控制变量的配置有关。

如果构成多路选择器树形网络所用的多路选择器的

数目为最小，则称此网络为最小树形网络。为了合

理地选择MUX网络中各个选择器的控制变量的配
置，文献[1]提出了卡诺图分割法，当函数中变量超
过6个时，图形分割变得复杂。文献[2]提出了Walsh
谱方法，当函数中变量增加时，谱系数迅速增加。

文献[3-4]是利用计算机的自动综合方法，但算法较

复杂。因此，本文提出了基于逻辑函数不相交的简

化的积之和(Sum-of-Products，SOP)形式的多路选择
器树形网络设计的一种代数方法。讨论了对于逻辑

函数的简化的SOP形式，求解某个积项(或子SOP形
式)的函数限制的有关定理。在此基础上，分析了如
何合理地选择MUX网络中各个选择器的控制变量
的配置，使待实现函数的MUX网络的设计达到最小
的树形网络，并减少搜索次数。 

1  理  论 
利用多路选择器通用逻辑模块实现任意布尔函

数的理论基础是基于布尔函数的Shannon展开式[5-6]。

对于一个定义在变量集X={x1,x2," ,xn}上的布尔函
数f，以及变量集X上的一个划分为： 

2 1 2 1 2{ ; , , } { ; }
n ni i i i ix x x B B= =∏ " "        (1) 

式中  is∈{1,2,",n}，且１≤s≤n；变量集Ｘ的子集
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B1和B2为划分块，满足B1∩B2=∅且B1∪B2=X。关于
划分式(1)，函数f的Shannon展开式为： 

1 11 1i ii x i xf x f x f= +               (2) 
式中  

1ixf 和
1ixf 分别为函数f关于文字

1i
x 和

1i
x 的限

制[6]，及变量
1i

x 被赋值为0和1时所得到的f的结果。
此时，

1i
x 为限制变量。于是有： 

2 31 1

2 31 1

0

1

(0; , , , ) |

(1; , , , ) |
i n i

i n i

x i i i x

x i i i x

f f x x x f

f f x x x f
=

=

= = ⎫⎪
⎬= = ⎪⎭

"

"
       (3) 

一般地，对于一个定义在变量集X上的函数f及X
的子集上的某个积项

1 2 ri i iP x x x= � � �" ，单个文字为积

项P的特例，求函数f关于P的函数限制
1 2i i irx x xf � � �" 的运

算，称为限制运算，被定义为： 

1 2 1 2 1  1  1|
i i i i i ir rx x x x x xf f ==� � � � � �" " "           (4) 

式中  文字
si

x� 表示变量
si

x 的极性，或者为文字
si

x ，
或者为文字

si
x ，即

si
x� { , }

s si ix x∈ ，且1≤s≤r。式(4)
表示对限制变量集合中的各限制变量被分别赋值为

si sx e= ， {0,1}se ∈ ，使 1, 1
si

x s r=� 且 ≤ ≤ 时所得到

的f的结果。它可以为一个平凡子函数(即常量0，1
及单个文字)，或者为一个非平凡子函数。 

定理 1  对于一个定义在变量集X上的函数f，
以及变量集X上的一个划分为： 

1 2 1 2 1 2
{ , , , ; , , , }

r r n r r r ni i i i i i i i ix x x x x x
+ + + +

=∏ " " "     (5) 
在函数f的某个简化的积之和(RSOP)形式[6]中， 

若有一个积项
1 2

( )
ra i i iP Pa x x x a= = � � �" ，其中，

{1, }ka P∈ ，Pk是含 1 2
, , ,

r r ni i ix x x
+ +
� � �" (部分或全体)的积 

项(单个文字为积项的特例)；并且f的这个SOP形式
中除积项Pa之外的每个积项Pl中，都至少含有一个 
文字

1 2
{ , , , }

l rj i i ix x x x∈� � � �" ；则函数f关于积项P的函数

限制为 af
riii xxx =�"�� 21

。 

证明  设函数f的RSOP形式为： 

1 21 2

1 2

( )
ra m i i i

m

f P P P P x x x a

P P P

= + + + + = ⋅ +

+ + +

� � �" "
"

    (6) 

式中   积项P1～Pm中都至少含有一个文字 lj
x =�  

1 2
{ , , , }

ri i ix x x� � �" ， 1 l m且 ≤ ≤ ，不妨假设
ll j lP x q= � ，

且1 l m≤ ≤ ，其中， 1q 为Pl提出因子 lj
x� 的剩余部分，

于是式(6)可写为： 

1 2 1 21 2( )
r mi i i j j j mf x x x a x q x q x q= ⋅ + + + +� � � � � �" "    (7) 

由式(4)得：当 1
si

x =� ，且1 s r≤ ≤ 时， 0
si

x =� ，且1≤s

≤r，所以此时 0 1
lj

x l m=� ，且 ≤ ≤ ，
1 2

( )
ri i ix x x� � �" =1。

由式(4)、(7)得f关于积项
1 2 ri i iP x x x= � � �" 的函数限制为

1 2i i irx x xf a=� � �" 。                            证毕。 

定理 2  对于一个定义在变量集X上的函数f，
以及变量集X上的一个划分式(5)，在函数f 的某个 
RSOP形式中，若有两个积项

1t
P 和

2t
P 含有公因子

1 2 ri i iP x x x= � � �" ，在它们组成的子SOP形式中提出公

因子后为
1 2 1 2

( )
rt t t i i iP P P Pt x x x t= + = = � � �" ，其中，

1 2 1 2
{1, , , , , ( )}

r r ni i i k kt x x x P P
+ +

∈ +� � �" ，
1kP 和

2kP 为 含

1 2
, , ,

r r ni i ix x x
+ +
� � �" (部分或全体)的两个积项；并且在f的

这个SOP形式中除
1t

P 和
2t

P 之外的每个积项 lP中，都

至少含有一个文字
1 2

{ , , , }
l rj i i ix x x x∈� � � �" ，则函数关于

积项P的函数限制为
1 2i i irx x xf t=� � �" 。 

证明  类似定理1的证明可得。 
定理 3  对于一个定义在变量集X上的函数f，

以及变量集X上的一个划分式(5)，在函数f的某个 
RSOP形式中，若有积项

1 2 ri i iP x x x= � � �" 不含在该

RSOP形式中，并且，在f的这个SOP形式中的每个积 
项Pl中，都至少含有一个文字 1 2

{ , , , }
l rj i i ix x x x∈� � � �" ，则

函数关于积项P的函数限制为fp= 0
21

=
riii xxxf �"�� 。 

证明  类似定理1的证明可得。 
由定理1(或定理2)可知，当一个函数f的某个

RSOP形式满足定理1(或定理2)时，其中的积项Pa(或
子SOP形式Pt)与该式中其余的每个积项是不相交
的。若函数f的某个RSOP形式中，任何两个积项都
不相交，则称此RSOP形式为不相交的RSOP(DRSOP)
形式。 

函数f的某个DRSOP形式中的一个积项P的尺度
(大小)定义为P中所含的函数f中的最小项的数目，并
记为‖P‖。若积项P中的文字的数目为r，函数f中
所含变量的数目为n，则得‖P =2‖ n−r。 

函数f中所含的变量的个数即为定义该函数的
布尔空间的维数，在本文中，把它简称为函数f的维
数。例如，含有n个变量的函数f称为n维函数。 

定理 4  对于一个定义在变量集X上的函数f，
以及变量集X上的一个划分式(5)，在函数f的某个 
DRSOP形式中，若有某个积项

1 2 ra i i iP x x x= � � �" ， 

且‖Pa‖≥‖Pl‖，且1≤l≤m，其中，m为该DRSOP
形式中，除积项Pa外其余的全部积项的个数。则按

照划分式(5)将函数f分解所得到的各个函数限制(子 
函数)中，有平凡子函数

1 2
1

i i irx x xf =� � �" 。 

证明  利用DRSOP形式的性质以及定理1即可
得证。 
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上述平凡子函数
1 2

1
i i irx x xf =� � �" 的维数为(n−r)，称

之为(n−r)维平凡子函数。 
可以看出，对于定理4中的DRSOP形式，以及其

中的积项Pa；若Pa可以分解为 1 2 1
( )

rj j jx x x
−

� � �"
rj

x� ，其

中， { }1 2
 , , ,

c rj i i ix x x x∈� � � �" ， 1≤ c≤ r；并且积项

1 2 1
( )

rj j jx x x
−

� � �" 与DRSOP形式中除Pa之外的每一个积

项Pl均不相交，1≤l≤m，则由定理1可知，若取划
分{

1 2 1
, , ,

rj j jx x x
−

" ；
1

, , ,
r r nj i ix x x

+
" }将函数f分解，所

得 到 的 各 个 函 数 限 制 中 ， 有 平 凡 子 函 数

11 2j j jr rx x x jf x
−

=� � �" � ，该平凡子函数为一个(n− r+1)维平

凡子函数。 
可以看出，平凡子函数的维数越高，对MUX网

络的化简越有利，即可省去的选择器的数目越大。 

2  算法与实例 
本文提出的MUX网络的设计方法是先求出函

数f，用二选—选择器M(1)实现的最小树形网络(或级
联网络)。然后把该网络转化为用M(c)(c>1)实现的最
小MUX网络。最小化目标是使待实现函数f的MUX
网络中每个选择器的数据输入端连接最大数目的平

凡子函数，以省去尽可能多的选择器M(1)器件。 
2.1  算 法 

(1) 利用常规(经典)的最小化方法将待实现的
函数f化简为DRSOP形式。 

(2) 由MUX网络的最小化目标，利用定理1或
(和)定理2或(和)定理3，以及定理4求函数f的变量集
上的划分。该划分应满足使定理1中的a为一个平凡 
子函数，即

1 2
{1, , , , }

r r ni i ia x x x
+ +

∈ � � �" ，或使a为可用单

个M(1)实现的积项；或(和)使定理2中的t为一个平凡
子函数，即

1 2
{1, , , , }

r r ni i it x x x
+ +

∈ � � �" ，或使t为可用单个

M(1)实现的子SOP形式，此时t的一般形式可表示为

1 2 1 3l l l lt x x x x= +� � � � ，其中，
1 2

{ , , , }
s r r nl i i ix x x x

+ +
∈� � � �" ，1≤s

≤3；或(和)使定理3中的fp=
1 2

0
i i irx x xf =� � �" ；或(和)能生

成若干分支共享的非平凡子函数(当器件带负载能
力允许时)。 

(3) 利用限制运算求函数限制
1ixf 和

1ixf (或求

1 2i ix xf 、
1 2i ix xf 、

1 2i ix xf 、
21 ii xxf )。 

(4) 对于
1ixf 或(和)

1ixf ，若是不能用单个M(1) 

实现的非平凡子函数，则重复算法(2)～(3)，直到各
函数限制或者为平凡子函数，或者为可用单个M(1)
实现为止。 

2.2  应用实例 
例 用M(2)设计实现下述函数： 

f=∑(1,3,5,7,9,10,11,17,19,21,23,25,26,27,28,29,30,31,
36,37,38,39, 40,41,42,52,53,54,55,57,58)的最小MUX
网络。 

算法的执行过程为： 
(1) 利用常规的最小化方法将待实现的函数f化

简为DRSOP形式为： 1 4 6 1 3 4 1 3 4 6f x x x x x x x x x x= + + +  

1 2 3 4 3 4 5 6 1 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6x x x x x x x x x x x x x x x x x x x+ + + 。 

(2) 由MUX网络的最小化目标，利用定理1或
(和)定理2或(和)定理3，以及定理4求函数f的变量集 
上的划分。对于上式的积项 1 3 4 1 3 4( )x x x x x x= ，除此 

积项外，该式中其余各积项中都至少含有一个属于 
集合 1 3{ , }x x 中的文字，并且 4 2 4 5 6{0,1, , , , }x x x x x∈ � � � � ；
对 于 积 项 1 4 6 1 3 4 6 1 3 4 6x x x x x x x x x x x= + 以 及 积 项

1 3 4 6x x x x ，由于 1 3 4 6 1 3 4 6 1 3 6( )x x x x x x x x x x x+ = ，而积项

1 3 4 6x x x x 以及f中除积项 1 4 6x x x 和积项 31xx x4x6以外其

余各项都至少含有一个属于集合{x1, x3}中的文字，
并且 6 2 4 5 6{0,1, , , , }x x x x x∈ � � � � ；于是得所求的划分为{x1, 
x3; x2, x4, x5, x6}。 

(3) 利用限制运算，求函数f关于 1 3x x 、 1 3x x 、

1 3x x 、 1 3x x 的函数限制为 6646431
xxxxxf xx =+= ，

1 3 4 6 2 4 4 5 6x xf x x x x x x x= + + ,
1 3 4 ,x xf x=

1 3 4 5 6x xf x x x=  

4 5 6 2 4 5 6x x x x x x x+ + 。 
(4) 对于

31xxf 和
1 3x xf ，不能用单个M(1)实现，重

复算法执行过程(2)～(3)，得到结果为：
1 3 4x x xf =  

6 5 6x x x+ ，
1 3 4 2x x xf x= ；

1 3 4 6 5 2 5 2 5x x x xf x x x x x= + = 2x+ ，

1 3 4 6 5x x x xf x= ，
1 3 4 6

0x x x xf = ，
1 3 4 6

0x x x xf = 。 

由于得到的函数限制
1 3 4 1 3 4 6

,x x x x x x xf f 均可用单个 

M(1)实现，而其余的函数限制均为平凡子函数，故
算法结束。 

根据上面求出的各个函数限制，作出待实现的

函数f的用M(1)实现最小树形网络如图1所示。将它
转化为用M(2)实现的最小树形网络如图2所示。 

 

f
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x6 
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1 
0 

1 
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1
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1 

x6 

0 

1 

 
图1  函数f 用M(1)实现的最小树形网络 
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图2  函数f 用M(2)实现的最小树形网络 

3  结 束 语 
本文利用多路选择器网络可以实现任意逻辑函

数的原理和布尔代数运算，提出了基于逻辑函数的

DRSOP形式的数字多路选择器树形网络设计的一 

种代数方法，这种方法可以使待设计的MUX网络达
到最小树形网络。然后给出了设计实例，从给出的

设计实例可以看出，这种设计方法是有效的。并且

由于使用的方法为一种解析方法，因而容易实现多

路选择器网络的自动综合。 
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(上接第121页) 
 
用伪代码描述了A2FD算法的实现，此算法不仅达到
了节点故障检测的目的，而且不额外增加系统的通

信开销，并动态适应系统运行状况的变化。A2FD算
法已被应用于分布式并行数据库系统—DPSQL。为了
实现分布式并行服务器节点容错，可进一步就节点

容错算法等进行深入研究。 
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