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·光电子学工程与应用· 

量子比特的门操作与共形映照 
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【摘要】一个双态量子体系即量子比特。在忽略一个位相因子的情况下，可以将量子比特表示在Riemann复球面上，即

量子比特的Bloch球表示。采用球极射影，可以将量子比特的Bloch球表示等同于扩充复平面的复数表示。考虑一位量子比特
的门操作，将幺正变换与复平面上一类特殊的共形映照相联系。研究表明，量子比特的门操作与共形映照有着密切的关系。 
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Abstract  A two-level quantum system is a quantum bit(qubit).Without the consideration of quantum 

coherence, qubit can be expressed on Riemann complex sphere,i.e. Bloch sphere representation. Identifying the 
Bloch sphere representation of qubit with the extended complex plane by means of stereographic projection and 
considering the gate operations of single qubit,we obtain equivalance relation between unitary operations and one 
special kind of conformal mappings.The investigation shows that there is close relation between gate operations of 
qubit and conformal mappings.  
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量子力学与通信理论、计算机科学的结合产生

了一门新的学科分支⎯⎯量子通信与量子计算，即
量子信息科学。近年来，量子信息科学在理论和实

验上取得了一系列重大突破，引起了人们更为广泛

的关注和兴趣[1]。特别是美国AT&T公司科学家Peter 
Shor于1994年提出量子算法，并显示了量子计算的
高度并行性之后，更激发了人们对量子计算机和量

子算法的深入研究[2]。 
由于量子计算的并行能力，量子计算机具有超

越经典计算机的潜在可能性。从原理上讲，量子计

算机的构成基于双态量子体系，该体系称为量子比

特。根据量子力学基本原理，双态量子体系的任意

量子态可以表示为两个基态的叠加态，即二维复

Hilbert空间中的矢量；或者在忽略一个位相因子的
情况下可以表示为终点位于二维球面S2上的矢量，

即量子比特的Bloch球表示[3]。与经典计算机类似，

量子计算机可以视为量子比特有规律的演化，其中

最基本的操作是一位量子比特的处理，相应的物理

单元称为一位量子门。按照量子力学的要求，量子

门实现的操作必须是幺正变换，对应的数学描述为

幺正矩阵。 
本文讨论量子比特的几何表示、量子门操作与

共形映照的相互关系。 

1  量子比特的表示 
采用Dirac符号，在一个双态量子体系中，两个

基矢量取为 0 和 1 ，量子比特的任意态矢量为： 
T0 1 ( , )a b a bψ = + =  

式中  a和b是复数，满足 2 2 1a b+ = [4]。不难证明

该量子态也可以表示为：  
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i ie (cos 0 e sin 1 )
2 2

γ θφ φψ −= +        (1) 

式中  0 πφ≤ ≤ ；0 2πθ≤ ≤ 。在不考虑量子相干

效应时，忽略位相因子 ie γ ，量子比特最终表示为： 
icos 0 e sin 1

2 2
θφ φψ −= +         (2) 

于是，态矢量 ψ 可以用从球心引向单位球面S2上一

点 1 2 3( , , )q x x x 的矢量表示，或者可以将 ψ 与球面上

参数为 ( , )φ θ 的点等同起来，这就是量子比特的
Bloch球面表示。 

众所周知，通过球极射影可以将扩充复平面上

的点与单位球面上的点建立一一对映，该球面在复

分析中称为Riemann球面[5]。将Bloch球面与Riemann
球面等同，可以定义映射： 

:P H C→                (3) 
即为从二维射影Hilbert空间H 到扩充复平面C的投
影。 

2  量子比特的射影表示 
考虑映射 P， T( , )a bψ = 被映为复数： 

i1 2

3 3

( ) i e ctg
1 1 2

x x az P
x x b

θ φψ= = + = =
− −

   (4) 

式中   a和 b是复数 z 的齐次坐标。不难验证：
( 0 )P = ∞ ， ( 1 ) 0P = ， ([ 0 1 ]) 1P ± = ± 。 设

T
1 1 1( ) ( , )P a bψ = ， T

2 2 2( ) ( , )P a bψ = 。那么叠加态

1 2( )P ψ α ψ β ψ= + 对应于： 

1 2 1 2( ) /( )z a a b bα β α β= + +       (5) 
两个态矢量的内积为： 

1 2 1 2 1 2a a b bψ ψ ∗= + = 

1 2
2 21/ 2 1/ 2

1 21 2

1(1 )
( 1) ( 1)

z z
z zz z ∗+

+ +
 

按式(2)，此处 ( 1,2)ia i = 是非负实数。 

3  量子比特的幺正操作 
考虑量子门的幺正操作，其数学表示为： 

ie
c d
d c

α
∗ ∗

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

U             (6) 

即U表示为 ie α 与 (2)SU 群 [ 6 ]元素的乘积。其中
2 2 1c d+ = ； c∗是 c的复共轭。这一操作也可以看 

成Bloch球绕某轴的旋转，另一方面该旋转又与扩充
复平面上的一类特殊线性分式映射对应，此映射为： 

( ) ( ) /( )Uz f z c z d d z c∗ ∗′ ′ ′ ′ ′= = + − +     (7) 

式中  2 2 1c d′ ′+ = 。根据式(7)可以定义如下的系
数矩阵： 

f

c d
d c∗ ∗

′ ′⎛ ⎞
= ⎜ ⎟′ ′−⎝ ⎠

U             (8) 

该矩阵为幺正矩阵且行列式为1。对于任意的量子比
特 T( , )a bψ = ，根据式(6)，经过幺正操作变换为： 

i Te ( , )ca db d a c bα ∗ ∗+ − +  

再由式(4)对应于： 
( ) /( )z ca db d a c b∗ ∗′ = + − +       (9) 

另一方面，由式(4) T( , )a bψ = 对应于 /z a b= ，按

共形映射式(7)对应为： 
( ) /( )z c a d b d a c b∗ ∗′ ′ ′ ′ ′= + − +      (10) 

为建立幺正操作与共形映射的对应关系，由式

(9)和式(10)看出，为保证两处的 z′相同只需令： 
,c c d d′ ′= =               (11) 

即幺正变换U与共形映射 fU 下列关系成立： 
ie f
α=U U                (12) 

归纳起来，对于给定的幺正变换U可以定出幺
正矩阵 fU ，最终确定相应的共形映射： 

( ) ( ) /( )Uz f z cz d d z c∗ ∗′ = = + − +      (13) 

4  一位门对应的共形映射 
考虑一位量子比特的门操作即量子比特的幺正

操作，按照上述理论常见的操作[7]和对应的共形映

射如下： 

(1) 恒等操作：
1 0
0 1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
I 。对应的共形映射为： 

( )f z z=I                (14) 

(2) 非门：
0 1
1 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
X 。对应的共形映射为： 

( ) 1/f z z=X               (15) 

(3) Z操作：
1 0
0 1

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

Z 。对应的共形映射为： 

( )f z z= −Z                (16) 

(4) Y操作：
0 1
1 0

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

Y 。对应的共形映射为： 

( ) 1/f z z= −Y               (17) 

(5) Hadamard门：
1 11
1 12

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

H 。对应的共形

映射作为： 
( ) ( 1) /( 1)f z z z= + −H           (18) 
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所示。由结果可知，最优工艺路线为：铣端面-半精

镗-铰孔。 
表2  工艺路线优化 

最优解 
阶段 节点 路线 阶段效益/元 

成本/元 路线

钻-扩 7.4+2=9.4 
钻孔 

钻-铰 5.6+3=8.6 
8.6 钻-铰

镗-扩 7.4+3=10.4 
Ⅰ 

半精镗 
镗-铰 5.6+4=9.6 

9.6 镗-铰

铣-钻 3.0+3+8.6=14.6 
Ⅱ 铣端面 

铣-镗 2.0+2+9.6=13.6 
13.6 铣-镗

4  结 束 语 
本文提出的基于动态规划法和遗传算法，把工

艺路线层优化和工序优化结合起来的综合优化模

型，能较为满意地解决工艺过程优化问题。对遗传

算法的改进，提高了其处理约束优化问题的能力。

通过实例验证了该方法的有效性。 
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5  结 束 语 
本文讨论量子比特和门操作的几何表示。通过

将量子比特的Bloch球表示投影到扩充复平面上，建
立了量子比特的复数表示；将量子门的幺正操作与

扩充复平面上的一类分式线性映射相等同，得出了

幺正操作与共形映射的对应关系。运用量子比特的

几何表示和量子门操作的共形映射表示，人们可以

从几何角度更为深刻地理解双态量子体系的量子力

学行为。 
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