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粒子群优化的广义T-S模糊模型参数学习方法 
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【摘要】提出了一种基于粒子群优化的广义T-S模糊模型参数学习方法。该方法用离散二进制微粒位置表示模型的结构参

数，用普通微粒位置表示模型规则中模糊集隶属函数的参数；这两种微粒位置联合体构成一个模型完整的前件参数集。每一

学习循环分两步，前一步用粒子群进化迭代调整所有前件参数，后一步用正交最小二乘法估计后件参数。该方法不需任何先

验知识，运算量小，能产生紧凑的模糊模型。非线性动态系统模糊建模的数字仿真说明了该方法的有效性。    
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Parameters Learning Approach for Generalized Takagi-Sugeno 

Fuzzy Model Using Particle Swarm Optimization   
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Abstract  A parameters learning approach for generalized takagi-sugeno (T-S) fuzzy model is proposed in 

this paper on the base of analysis of generalized T-S Fuzzy model. The structural parameters of the approach are 
denoted by the position of discrete binary particles and the parameters of membership function in the approach are 
denoted by the position of ordinary particles. The combination of positions of the two kind of particles composes 
complete premise parameters set of a model. A learning cycle consists of two phases: first, all reasoning parameters 
are adjusted by evolutionary iteration of  particle swarm; second, all consequent parameters are estimated through 
orthogonal least square error algorithm. The method requests scarcely any previous information about objects, take 
less calculating time, and is able to obtain compact fuzzy model. The simulation result shows the validity of the 
approach.   
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文献[1]设计了一种参数化模糊集隶属函数，改

变隶属函数中的一个参数，隶属函数便能自适应地

近似三角型、梯型或高斯型等。采用这种参数化隶

属函数的T-S模糊模型[2](以下简称T-S模型)为广义

T-S模糊模型(以下简称广义T-S模型)，与T-S模型相

比，该模型建模时可得到规则数较少的模糊模型[3]。

训练广义T-S模型可以采用基于梯度的各种优化方

法，但用这类优化方法训练容易陷入目标函数的局

部极值，而且要先用其他方法确定模型中的规则数。

文献[3]提出了基于遗传算法的训练方法，模型前件

和后件参数同时采用遗传算法优化，并成功训练出

紧凑的模型。微粒群优化算法(PSO)是继遗传算法之

后的一种进化算法，该算法概念简单，实现容易，

运算量较少；在解决一些典型函数优化问题时，能

够取得比遗传算法更好的优化效果 [4]。自基本

PSO[5-6]和离散二进制PSO [7]出现后，又出现了众多

改进形式的PSO。 
本文尝试用PSO训练广义T-S模型，并且考虑到

在模型前件参数选定后，后件参数的确定是线性估

计问题，因此将前、后件参数分开训练。用离散二

进制PSO和普通PSO分别优化广义T-S模型的结构和

模糊规则中模糊集隶属函数的参数；采用正交最小

二乘法估计后件参数。前、后件参数分开训练是为

了减少待PSO优化的目标函数中的变量个数，以便提

高训练模型的速度。本文采用简单的多次启动法[8]

提高PSO全局寻优概率，在获得的多个次优解中再
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挑选出一个相对好的解。 

1  广义T-S模型的描述 
对于具有n输入单输出、模糊规则数为M的T-S 

模型，模糊规则形式为[2]：  

1 1 2 2:   is  ,   is  ,  is  l l l
l n nR if x F x F x F  

0 1 1then    l l l l
n ny c c x c x= + + +         (1) 

式中  (1 )jx j n≤ ≤ 为输入变量；1 ML≤ ≤ ，M为

模型的规则数； l
jF 为规则l中 jx 所隶属的模糊集合；

l
jc 为后件参数； ly 为模型根据此条规则得出的相应

输出。对于输入向量 1 2( ,  , , )nx x x=X ，模糊推理

时前件连接采用乘积、去模糊化采用重心法时，模

型的输出定义为： 
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模型的模糊集合隶属函数 ( )Fu x 通常取三角型、

梯型、高斯型或其他指数型，这些隶属函数的特点

是一旦给定为某种类型就不能改变其大致形状，文

献[1]设计了一种参数化隶属函数： 

( ) exp       0, , 0F
xu x R
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通过改变参数 γ ， ( )Fu x 便能自适应地近似以上

所提到的各种隶属函数，采用这种参数化隶属函数

的模糊模型称为广义T-S模糊模型[1]，其输出为： 
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2  微粒群算法 
2.1  基本PSO算法 

基本PSO[5-6]算法将每个个体(意指鸟等)看作是

D维连续搜索空间中的一个没有体积的微粒(点)，每

个微粒在搜索空间中以一定的速度飞行，这个速度

根据它本身的飞行经验以及同伴的飞行经验进行动

态调整，直至群体中的个体飞行到对环境适应度高

的区域。 
求目标函数 1 2( ) ( , , , , , )Ddf f x x x x=X 的最

优值时，将目标函数映射为个体对环境适应度计算

式 ， 第 i 个 微 粒 所 处 点 的 位 置 坐 标

1 2( , , , , , )Di i i id ix x x x=X 对应于一个可能解向量

X 。微粒i的速度记为 1 2( , , , , , )Di i i id iv v v v=V ；迄

今为止(0～t时刻之间)微粒i所经历过的最好位置记

为： 1 2( , , , , , )t t t t t
i i i id iDp p p p=P ，或称为微粒i个体

历史最好位置；所有微粒经历过的位置中的最好位

置称为全局历史最好位置，记为 1 2( , , ,t t t
g g gp p=P  

, , )t t
gd gDp p ；微粒i的飞行速度和位置更新公式为： 

1
1 2( ) ( )t t t t t t t t

id id id id id id gd idv v c r p x c R p xω+ = + − + −   (5) 
1t t t

id id idx x v += ++ 1               (6) 

式中  i=1, 2, …, s，s为群中微粒个数；t为时刻或代

龄；ω 为惯性权值；c1和c2为加速系数，c1表示微粒

个体的认知能力，c2表示微粒个体向社会(群体)学习

的能力，它们均取正常数； t
idr 和 t

idR 为[0,1]中的随 
机数。 

若求f(X)最优值为求其最小值，则微粒i经历过

的最好位置更新公式为： 
1

1
1

( ) ( )t t t
t i i i

i t
i

f f+
+

+

⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩

P X P
P

X 其他
      (7) 

整个微粒群迄今为止经历过的最好位置为： 
argmin ( ( ))   =1,2, ,t t

g i
P

f i s=P P        (8) 

 如有必要，可对微粒速度和位置做限幅处理。 
2.2  离散二进制PSO算法 

离散二进制PSO[7]限制位置坐标分量只在{0,1}
中取值。该算法中，微粒的速度先按式(5)更新，再

利用sigmoid函数如式(9)，先将速度压缩到(0，1)区间。 
1sig( )

1 exp( )
t
id t

id

v
v

=
+ −

            (9) 

而位置则更新为： 

0 sig( )
1

t t
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v
x

ρ⎧
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≥id 

其他
        (10) 

式中   t
idρ 为 [0,1]中的随机数。当 10t

idv < − 时，

sig( ) 0t
idv ≈ ， t

idx 必然为0；当 10t
idv > 时，sig( ) 1t

idv ≈ ，
t
idx 必然为1，可见此时 t

idx 的取值失去随机性。为了

让 t
idx 有一定的概率，取0或1，文献[9]建议限制 t

idv 在

±4之间。 
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2.3  PSO算法的参数 
为了让PSO算法中的微粒在进化初始阶段有较

大的速度惯性，以便于微粒在较大范围寻优，而让

微粒在进化结尾阶段有较小的速度惯性，以便于算

法快速收敛，本文将参数ω设计成指数函数： 
( ) 1.5exp( 5 / maxiter)t tω = −           (11) 

式中  maxiter为设定的最大进化迭代代数。本文让

c1和c2按文献[10]提出的策略变化： 

1 1i 1f 1f

2 2i 2f 2ft

maxiter( ) ( )( )
maxiter

maxiter( ) ( )( )
maxiter

t
tc c c c

tc c c c

−⎧ = − +⎪⎪
⎨ −⎪ = − +
⎪⎩

      (12) 

式中  c1i和c1f分别为c1始值和终值，可分别取2.5和
0.5；c2i和c2f分别为c2始值和终值，可分别取0.5和2.5。
c1在进化初期有较大的值，便于微粒个体各自独立

寻优，在进化后期有较小的值，弱化微粒个体独立

寻优功能；c2则线性递增，各微粒在进化后期倾向

于向最优微粒学习，加速算法收敛。 

3  基于微粒群算法的广义T-S模糊模
型训练方案 
模型结构采用二进制种群 P1 进行优化，隶属函

数 ( )Fu x 中的参数 α、β和 γ采用实数编码种群 P2 进

行优化，后件中的系数参数 1
jc 采用正交最小二乘法

估计。 
3.1  种群微粒设计 

种群P1和P2都含s个微粒，P1中第i个微粒的位置

为二进制位串 1 2( , , , , , )l z
i i i iδ δ δ δ ，记为P1·Xi，z是

预先设定的最大模型规则数。P2中对应的第i个微粒

的位置为模型规则中的隶属函数参数排列后所构 
成 的 浮 点 数 串 ：   

1
,1 , ,( , , , ,l l

i i j i nα α α ;  1
,1, ,iβ  

, , ,l
i nβ 1

,i nβ ;  
1
,1iγ   ,, , ,l

i nγ  ,, )z
i nγ ，共有3n×z个参

数，记为P 2 ·X i，其中 l=1 ,2 ,… , z； j=1 ,  2 ,  … , 
n。这两个微粒位置联合体(P1 ⋅Xi，P2 ⋅Xi )确定第i个
广义T-S模糊模型Ti，为便于观察，将(P1⋅Xi，P2 ⋅Xi )
排为矩阵： 
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⎢ ⎥
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⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
l
iδ =1表示第i个模型中第l条规则有效，即上面

矩阵的第l行起作用，否则第l条规则无效。 
显然，一共有s个模型在进化。 

3.2  微粒适应度函数设计 
如上所述，P1、P2的微粒位置联合体(P1·Xi，P2 ·Xi )

确定第i个广义T-S模型Ti。广义T-S 模型的优劣可从

精度和复杂度两方面衡量。为减少计算量，模型训

练精度用各样本的模型误差绝对值中最大者e刻画，

e 越 小 则 精 度 越 高 。 设 训 练 样 本 集 为 ： 
ˆ{( , )}q qyX ，其中 1( , , ,q q jqx x=X , )nqx ， ˆqy 是当

qX 作用于被建模对象时，对象的真实输出值，

q=1,2, ,N, 则模型T关于训练样本集的误差为： 

1
ˆ( ) max(| |)

N

q qq
e T y y

=
= −           (13) 

yq是Xq代入式(4)的输出，即后面的式(16)。模型

复杂度由模型实际存在的(有效的)规则数 ( ) =M T  

=1

z
l

l

δ∑ 来反映，M越小则复杂度越低。训练的目标就 

是要得出e(T)和M(T)都较小的模型，为便于处理，

将此双目标优化转化成单目标优化问题，因此将对

应于广义T-S模型Ti的微粒P1·Xi和P2·Xi的适应度定 
义为： 

1 2P 1 P 2 1 2(P ) (P ) ((P ,P ))i i i if f f⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =X X X X  

( ) ( )i e i Mf T w e T w M= +         (14) 

其中 ew 和 Mw 表示权值。 

3.3  广义T-S模型后件系数参数估计题 
 当模型每次结构学习和前件参数学习完毕，就

要估计后件参数。后件参数估计是个线性估计问题，

常用的一次性估计方法有最小二乘法，其缺点是当

遇到奇异矩阵或近似奇异矩阵时该法将失效或估计

值不可信。本文采用正交最小二乘法估计后件参数，

该方法计算量较小，且数值计算稳定性好。步骤如下： 
 设模型通过结构学习和前件参数的学习，产生

了M 条有效规则(依次重新编号为1,2, ,M)，对于样

本输入部分 1( , , , , )q q jq nqx x x=X ，记： 
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此时广义T-S模型的输出为： 

0 1 1
1 1

1 2 1 2
1 1 1

1 2 1 2
0 0 0

1 2 1 2 T
1 1 1

( )

[ , , ,     , , ,     

, , , ] [ , , ,   

, , ,         , , , ]

M M
l l l l l l

q q q q q n nq
l l

M M
q q q q q q q q q

M M
q nq q nq q nq

M M
n n n

y h y h c c x c x

h h h h x h x h x

h x h x h x c c c

c c c c c c

= =

= = + + + =

⋅

∑ ∑
      

      

      

 

1,2, ,q N=               (16) 
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式中  H是N×M(n+1)的矩阵；C 就是后件要估计的

参数。对于N个样本，将式(16)写成矩阵形式： 
Y=HC                  (17) 

C的最小二乘法估计值为： 
T 1 T ˆ( )−=C H H H Y              (18) 

当因计算误差积累或传递造成(HTH)是奇异矩

阵或接近奇异矩阵时，该法将失效或估计值不可信。

正交最小二乘法估计步骤如下： 
令 Tˆ[ | ], [ |1]= − =H H Y C C ，对 H 左乘Q1 、

Q2、…、QM(n+1)＋1等Householder变换阵将 H 约化为

上三角阵： 

( 1)  0
 0

N N N M n g× × +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A B
Q H

 |-

 | 

 | 0

        (19) 

式中  QN×N= QM(n+1)＋1 …Q2Q1；A为M(n+1)阶上三角

方阵；B为M(n+1)阶列向量；g为标量。定义残差矢

量 ˆ= −r HC Y ，利用正交变换保持矢量2-范数不变

的性质得： 
2 2 2 2
2 2 2 2

ˆ|| || || || || || || ||= − = = =r HC Y HC QHC  
T 2 2( ) g g+AC B AC B( - ) - ≥        (20) 

g与C无关，C的正交最小二乘估计值由方程： 

AC=B                (21) 
给出，因A为上三角方阵，故可用回代法解出C。上

面的Q1，Q2，…，QM(n+1)＋1并不要算出，而是直接对

H 施加变换即可，具体算法参见文献[11]。显然|g|
就是此时的残差矢量范数。 
3.4  广义T –S 模型参数学习算法框架 

1) 选择P1和P2的参数s、ω、c1和c2；模型评价

权值 ew 和 Mw ；微粒位置采用3.1所述方式编码；代

龄t=0；设置进化代限maxiter。 
2) 种群初始化：随机生成P1 ·X t、P1 ·V t、P2 ·X t 

和P2 ·V t；限制P1 ·V t的分量在±4之间，同时根据式(3)
要求对P2·Xt作限幅处理。显然 0 0

1 1P Pi i⋅ = ⋅P X ，
0

2P i⋅ =P 0
2P i⋅ X 。由式 (14)和式 (8)计算 0

1P g⋅ P 和
0

2P g⋅ P ，其中后件参数由式(21)计算。 
3) 训练一次模型： 
(1) 种群进化一代t=t+1；P2按式(5)和(6)迭代，

对P2 ·X t作限幅处理；P1按式(5)迭代，限制P1 ·V t的

分量在±4之间，再用式(9)和式(10)处理。其中参数ω、
c1和c2按式(11)和式(12)处理。 

(2) 由式(14)和式(7)计算 1 2P ,Pt t
i i⋅ ⋅P P ，其中后

件参数由式(21)计算；由式(8)计算 1P t
g⋅ P 和 2P t

g⋅ P 。 
4) 训练终止判断：满足下面3个终止条件之一

可转第5)步，否则转第3)步。 
(1) t达到设定的值maxiter； 
(2) P1或P2的微粒全局最优位置的适应度小到设

定的值。有： 

1 2P 1 P 2 1 2(P ) (P ) ((P ,P ))t t t t
g g g gf f f⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅P P P P  

(3) 连续m代P1或P2的微粒全局最优位置的适应

度变化量(
1 1 1P 1 P 1 P 1(P ) (P ) (P )t t t m

g g gf f f −∆ ⋅ = ⋅ − ⋅P P P )足

够小。 
5) 解码生成广义T-S模型，输出近似最优完整

解，算法终止。 

4  仿真实验与结果分析 
本文采用上述算法训练广义T-S模型来辨识如

下非线性时不变仿真对象： 

2 2

( 1) ( 2) ( 1)[ ( 3) 1] ( 2)( )
1 ( 1) ( 2)

y k y k u k y k u ky k
y k y k

− − − − − + −
=

+ − + −
 

(22) 
本文u(k)取(0, 5)中均匀分布的白色信号，生成

含200个元素的训练样本集{y(k−1), y(k−2), y(k−3), 
u(k−1), u(k−2) ; y(k)}，k=4, 5, ,203，初始值y(1)、
y(2)、y(3)取0；用同样方法生成测试样本集。 
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仿真实验中训练算法各参数选择如下：种群大

小s=40，惯性因子(首次值)ω=0.7，加速度系数(首次

值)c1=2，c2=2，预设最大规则数z=30，从式(14)可知，

固定取we=1，则wM越大越有可能得出规则数少而训

练精度低的模型，逐步减少wM并试探多次运行程序

得出wM=0.01左右时训练出的模型对于样本的最大

训练误差多在0～0.3之间，规则数多在16～19之间，

以16～17条居多，因此取wM=0.01，进化代限maxiter= 
200，种群在(0, 1)中初始化。 

将式(3)中的 γ 固定取2，便得到高斯型隶属函数

的T-S模型，也用本文方法( γ 不参入寻优)训练高斯

型隶属函数的T-S模型，为了让得出的T-S模型与广

义T-S模型有相近的精度，将此时的wM调为0.015。
采用广义T-S模型与高斯型隶属函数的T-S模型( γ =2)
的建模结果对比如表1所示。 

表1  2种模型建模结果对照表 

模型类型 模型预报值最大误差 预报值误差均值 模型的规则数

广义T-S模型 0.249 3 0.071 2 16 

T-S模型 0.247 8 0.072 6 22 

从表1可看出，在两个模型的预报值最大误差和

预报值误差均值相差不大时，广义T-S模型的规则数

要少6条。 
另外，本文还采用基于遗传算法的参数学习方

法训练广义T-S模型，两种训练方法训练出的结果模

型有关指标如表2所示。 
表2   2种训练方法训练广义T-S模型的建模结果对照表 
训练 
方法 

模型预报值

最大误差 
预报值误

差均值 
模型的规

则数 
200代内最好适应度函

数达到最佳值代数 
本文方法 0.249 3 0.071 2 16 152 

基于遗传算

法的方法 
0.251 4 0.072 3 16 183 

从表2可见，用本文方法得出的模型规则数相

同，模型的泛化效果相近，但本文方法在200代内寻

到最佳模型时经历的代数要少。 
仿真算例表明，将广义T-S模型的前件参数映射

为微粒的位置坐标，综合运用粒子群优化方法和线

性估计方法可训练出性能良好的模糊模型。 

5  结 束 语 
用广文T-S模型建模时，模型前件参数的调整是

非线性优化问题，而后件参数的调整是线性估计问

题，针对此特征，本文提出的学习方案可训练出精

度较高、规则较少的次优模型，而且不需要任何先

验知识；其不足是算法参数的选择靠经验和试凑摸

索，未能从理论分析各个参数对结果误差和算法收

敛性的影响。另外，由离散二进制编码PSO与连续

实数编码PSO构成的复合型PSO的优化机理还有待

研究。 
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