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逆M-矩阵的一些性质及应用 

杨中原 ，傅英定，黄廷祝 
(电子科技大学应用数学学院  成都  610054) 

 
【摘要】通过对逆M-矩阵的研究，分别得到了三对角矩阵、正矩阵的逆M-矩阵的一些性质，该性质，给出

了逆M-矩阵可约的充分必要条件，得到了逆M-矩阵的一个判定定理。最后，讨论了逆M-矩阵Hadamard积的封闭

性，得出了一类矩阵关于Hadamard积是封闭的。 
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Abstract  In this paper, some new properties of tridiagonally dominant and positive Inverse 

M-matrices are presented, respectively. Based on these properties, sufficient and necessary conditions of 
reducible inverse M-matrices and general inverse M-matrices are derived; Finally, a class of inverse 
M-matrices that is closed under the Hadamard multiplication is also obtained.  
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逆M-矩阵是一类很重要的矩阵，在许多领域中都得到了广泛的应用，但其理论还很不完善，为此，国

际上不少著名学者对它进行了研究[1~4]。本文给出了逆M-矩阵的一些性质，并将其应用到逆M-矩阵的判定上，
讨论了一类逆M-矩阵的Hadamard积的封闭性。 

1  定义与记号 

本文所讨论的都是 n 阶实矩阵，符号约定如下：D表示正对角矩阵；P表示 n 阶置换矩阵；
: ( )ij ij n na b ×=oA B ；若A中的元素 ( )0ija >≥ ，记为 ( )0A >≥ ； { }: 1,2, ,n n< > = L ； : { ( ) | 0, }ij n n ija a i j×= = ≠≤Z A 。 
定义 1[5]

  设 ∈A Z ， 1 0− ≥A ，则称A为M-矩阵，记为 ∈A M 。设 0≥A ，若 1− ∈A Z则称A为逆M-矩
阵，记为 1−∈A M 。 

定义 2[6]
  设 ( )ija=A ，若 | | | |ii ija a> ， j i≠ ， j n∈< >，则称A的第 i行为行元素严格占优。若 | | | |ii ija a> ，

j i≠ ， ,i j n∈< >，则称A为行元素严格对角占优矩阵。同理也可以定义列元素严格对角占优矩阵。 

2  主要结果 

定理 1  若 1−∈A M ，则A是可约矩阵的充要条件是存在某个元素 0ija = 。 
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证明如下： 
1) 必要性：若A是可约矩阵，则根据可约矩阵的定义必有某个元素 0ija = 。 
2) 充分性：由 1−∈A M ，知 1− ∈A M。假设 1−A 是不可约矩阵，则 0>A 。这与存在 0ija = 矛盾，从而 1−A

是可约矩阵。又因为 1−A 与A有相同的可约性[1]，所以A是可约矩阵。 
考虑一类特殊的逆M-矩阵——三对角逆M-矩阵，由定理1可得到以下推论： 
推论 1  若 1−∈A M 且是三对角矩阵，则一定存在置换矩阵P，使得矩阵： 

11

22T

0 0
0 0

0 0 0 kk

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

L

M M M M

A
A

PAP

A

 

式中  ,ii i k∈< >A 为一阶或二阶不可约方阵。 
证明  设 
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因为三对角矩阵每一行都有0元素，而且 TPAP 仍为三对角矩阵，则存在置换矩阵P1使得： 
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易知
0 0

,i i i l∈< >A ，仍为三对角矩阵，若
0 0i iA 是大于三阶的矩阵，由三对角矩阵的本身性质可得

0 0i iA 为可约矩

阵。由定理1得知，存在置换矩阵P2，使得
T

1 1P AP 中的
0 0i iA 化为： 

01 01

02 02

0 0

0 0

0 0
0 0

0 0
p p

i i

i i
i i

i i

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

L

M M M

L

A
A

A

A

 

的形式，其中，
0 0i iA 的每一小块都是小于3阶的不可约矩阵。同理，存在置换矩阵Pi可使得

TPAP 中的每一块
大于等于3阶的矩阵都化为

0 0i iA 中的形式。令 1 1k k −= LP P P P，则： 
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且 iiA 为一阶或二阶不可约矩阵。 
引理 1  设 
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式中  Aii，Bjj ( , )i k j h∈< > ∈< > 分别为阶数不大于3的方阵，则 1−= ∈oC A B M 。 
由推论1及引理1易得到如下结论： 
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推论 2[3]  如果 1−∈A M ， 1−∈B M 且为三对角矩阵，则 1−= ∈oC A B M 。推论2说明三对角逆M-矩阵
对Hadamard 积是封闭的。 

定理 2  若A是三对角矩阵，且两条次对角线元素均非零，则 1−∉A M 。 
证  假设 1−∈A M ，因三对角矩阵每一行都有零元素，由定理1知，A是一个可约矩阵，而根据条件得A

不可约，得矛盾，故 1−∉A M 。 
下面给出逆M-矩阵一个重要性质。 
定理 3 若 1−∈A M ，则至少存在一行(列)元素为行(列)元素严格占优。 
证明  本文证明行元素严格占优的情况。假设

,
max { }ii ijj n j i

a a
∈< > ≠

≤ ， i n∈< >，由 1−∈A M 知存在正对角矩

阵 1 2diag( , , , )nd d d= LD ，使得 =%A AD为行元素严格占优。设 ( )ij n na ×=%A ， min{ }p ii n
d d

∈< >
= ，考察 %A的第P行

有，
, ,

max{ } max{ }pp p pp p pj j pj
i n j p i n j p

a d a d a d a
∈< > ≠ ∈< > ≠

=% ≤ ≤ ，从而有 pp pja a% %≤ ， j n∈< >，这与 =%A AD为行元素严格

占优矛盾，从而必存在 0i n∈< >使得
0 0 0

0,
max { }i i i jj n j i

a a
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引理2[6] 设A具有形状： 
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式中  [ ],ija x y∈ ， i j≠ ，其中 , ,x y 满足：1) 0 1x y< < < ；2) 
2

2 2 2x x n
y x

−
−
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≥ ，则 1−∈A M 。 

引理 3[5]  设A为对角元均为正的非负矩阵，则存在非负对角矩阵D使得 1−+ ∈A D M 当且仅当A具有幂
不变零位模式(非负矩阵A与它的一切 kA ( k n∈< > )有相同的零位模式时，称A具有幂不变零位模式)。 

下面考虑引理3的特殊形式，当 0>A 时，可得如下两个结论。 
推论 3  若 0>A ，则存在 0a > 使得 1aI −+ ∈A M 。 
证明   令 aI+ =A DB ，其中 ( )11 22diag , , , nna a a a a a= + + +LD ，显然B具有引理2中A形式，且
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，易知，当 a → +∞时，有 0 1ijb< < 。不妨设： 
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。由引理2知，当 a → +∞

时有
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，从而当 a → +∞时，存在 0 0a > ，使得
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。显然，当 0a a= 时，B满足引理2

的条件，但 1−∈B M ，故 1aI −= + ∈DB A M 。 
下面讨论逆M-矩阵关于Hadamard积的性质。 
定理 4  设 0>A ，则存在 0a > ，使得 1( ) ( )aI aI −+ + ∈oA A M 。 

证明  令 ( ) ( )aI aI= + + =oC A A DB，其中 ( )11 22diag , , , nna a a a a a= + + +LD ，

2
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， 1iib = ，

,i j n∈< >， i j≠ 。显然，当 a → +∞时有 0 1ijb< < ，因可以验证B满足引理2的条件，所以 1−∈B M ，从而

可得 1( ) ( )aI aI −= + + = ∈oC A A DB M 。 

推论 4  设 0>A ，则存在正对角矩阵D使得 1−+ ∈A D M 。 
证明  假设 0d I= + = +%C A D A ，其中 0 min{ },id d i n= ∈< >， 1 0 2 0 0diag( , , , )nd d d d d d= + − − −% LA A 。 

易验证， 0>%A 。当 0d → +∞时,由引理2知 1
0d I −+ ∈%A M ，则 1

0d I −= + = + ∈%C A D A M 。  
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定理 5  设 0>A ，则存在正对角矩阵D，使得 1( ) ( ) −+ + ∈oA D A D M 。 
证  令 1( ) ( ) −+ + ∈oA D A D M ， 0d I+ = +%A D A ，其中 0 min{ },id d i n= ∈< > ， 1 0diag( ,d d= + −%A A  

2 0 0, , )nd d d d− −L ， 
则 0 0( ) ( ) ( ) ( )d I d I= + + = + +% %o oC A D A D A A 。当 0d → +∞时， 0( )d I+%A 满足定理4的条件，则有：

1
0 0( ) ( )d I d I −+ + ∈% %oA A M ，从而 1

0 0( ) ( ) ( ) ( )d I d I −= + + = + + ∈% %o oC A D A D A A M 。 

从定理及引理可以看出，由正矩阵和正对角矩阵复合得到的矩阵如果满足引理2的条件，则得到的逆M-
矩阵关于Hadamard积是封闭的。 
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