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分布式时延范台坡方程的Hopf分岔 
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【摘要】分析了分布式时延的范台坡方程，将平均时延作为分岔参数，证明了模型经历了Hopf分岔过程，用

图示Hopf理论获得了判定分岔周期解的稳定性和分岔方向的准则。并应用数字仿真的例子证明了理论分析的正确

性。 
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Abstract  The van der Pol equation with a distributed time delay is analyzed. By using the mean 

time delay as a bifurcation parameter, the model is found to undergo a sequence of Hopf bifurcations. The 

direction and the stability criteria of the bifurcating periodic solutions are obtained by the graphical Hopf 

bifurcation theory. Numerical simulation examples for justifying the theoretical analysis are also given. 
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1  绪  论 

范台坡方程描述了晶体管线路的振荡现象[1～3]，具体由下面二阶非线性系统描述 
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式中  3)( bxaxxf += 。如果 )(xf 中的参数 0>a ， 0>b ，那么原点全局渐近稳定，因此在方程(1)中没有

稳定的周期解；如果 0<a ， 0>b ，则存在唯一的稳定周期解。 

需要指出的是，研究Hopf分岔的工作通常是在时滞微分方程的状态空间中讨论的[4,5]，通常称为“时域”

方法。最近，在一些文献中提出了一种研究微分方程的新方法[6～8]，应用反馈系统的理论与方法，即在状态

空间中作拉普拉斯变换后在复数域中进行分析，称之为“频域”方法[8～10]。本文将弱核分布式时延引入范

台坡方程中，运用“频域”方法获得Hopf分岔的存在性，以及分岔周期解的稳定性和分岔方向。 

2  Hopf分岔的存在性 

考虑分布式时延范台坡方程 
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式中  3)( bxaxxf += 。权函数 )(sk 是定义在 ),0[ ∞+ 内的一个非负有界函数，反映了过去的状态对当前的
动力学性态的影响。这里考虑弱核，即 0,e)( >= − µµ µ ssk 。为了方便，设 
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那么系统(2)等价于模型 
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显然，原点(0, 0)是方程(2)或(4)的一个平衡点。设 ttxtxttxtx d)(d)(,d)(d)( 2413 == ，那么 
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平均数延迟 µ作主要分岔参数，引入状态反馈控制 );( µygu = ，得到带非线性反馈的线性系统 
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式中  ( )1 2 3 4

Tx x x x=x ，
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然后对系统(6)作Laplace变换，得到系统线性部分的传输矩阵 
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再将反馈系统在平衡点 0=y 处线性化，得到雅可比矩阵 
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应用Nyquist稳定性准则，取 ωi=s ，得到下面结果[8]： 

引理1  如果在时域中非线性系统对应雅可比矩阵在 0µµ = 时有一对纯虚的特征值 0iω± ，那么在频域
中的常数矩阵 )]();i([ 000 µµω JG 有实特征值 0i1+− 。 

令 );i(̂ˆ µωλλ = 是 )]();i([ µµω JG 的特征值，且满足 0i1);i(̂ 00 +−=µωλ ，那么 
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可得：
a
a
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4 2

0
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定理1  Hopf分岔存在性定理： 
    1) 如果 20 << a ，那么 2

0 (4 ) / 2a aµ = − 是系统(2)的Hopf分岔点； 
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    2) 如果a≥2或a≤0，那么系统(2)的Hopf分岔点不存在。 

3  分岔周期解的稳定性和分岔方向 

为研究分岔周期解的稳定性，首先定义一个辅助向量 
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式中  µ~为参数µ的一个定值，ω~为特征轨线 λ̂与负实轴相交的最接近于 )0i1( +− 交点的频率， Tw 和 v分
别是[ (i ; ) ( )]ω µ µ% % %G J 对应于特征值 )~;~i(̂ µωλ 的左、右特征向量，且 
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根据式(7)和(8), 且λ
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下面是建立在频域中的Hopf分岔定理[8]。 

引理2  设特征轨线 )(̂sλ 与负实轴相交的最接近于 )0i1( +− 交点是 )~i(̂ ωλ ，又设 )~(1 ωξ 不等于零，从

)0i1( +− 出发沿 )~(1 ωξ 方向的射线记为 1L ，并且 1L 与特征轨线 )i(̂ ωλ 的第一个交点是在
2

1 )~(1ˆ)ˆi(̂ θωωλ ξ+−== P 处，其中 )|(| 2/1
0µµθ −= O 。如果满足以下条件： 

1) 特征轨线 λ̂在临界值 ),( 00 µω 处有非零的变化速度，即 
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式中  )};i,1({);(1 µωµω −ℜ= hF ， )};i,1({);(2 µωµω −ℑ= hF 。 

2) 它们是横截相交的 
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3) 在半径 0>δ 的小邻域内， )0i1( +− 到 P̂的连线之间没有其他交点。 

那么由方程(6)给出的系统在频率 )ˆ(ˆ 4θωω O+= 时有周期解 )(ty 。此外，在交点 P̂附近给一个小扰动，
并利用Nyquist稳定性准则，就可以确定周期解 )(ty 的稳定性。 

根据引理2，画出射线 1L 和特征轨线 )i(̂ ωλ 的图形，能确定Hopf分岔方向和分岔周期解的稳定性。 

    1) 如果在 )(~
00 µµµ <> 时射线 1L 和特征轨线 )i(̂ ωλ 第一次相交，那么分岔周期解存在，并且Hopf分岔

是超临界的(亚临界的)。 

    2) 如果对于很小的正数 0>ε ，特征轨线绕点 )~(ˆ
11 ωεξ+= PP 逆时针旋转的总数等于 )(sλ 有正实部极

点的个数，那么极限环是稳定的，否则是不稳定的。 
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将分岔参数 µ从 0µ 作微小扰动到 µ~，并注意到 )~;~i(̂
~

µωλλ = 是一个实数，根据方程(13)，可得 
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定理2  设 
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如果 0>σ (σ < 0)，那么系统(2)在 0µµ = 时的Hopf分岔点是超临界的(亚临界的)。 

方程(18)中用 µ替换 µ~，并在两边关于 µ求导，再取 1
~

,0 −== λµµ ，根据定理1，可得 
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设
3)( buauuf += ，有 af =′ )0( ， bff 6)0(,0)0( =′′′=′′ ，于是在方程(15)中可得 
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由于 ab 4/3)( 01 =ωξ 是实数，即 { }1 0 ( ) 3 / 4b aωℜ =ξ ， { }1 0 ( ) 0ωℑ =ξ ，如果 20 << a ，有 

)sgn()sgn( b−=σ                                     (22) 

推论1  设 3)( buauuf += ， 20 << a 。如果 0<b (b>0)，那么系统(2)在 0µµ = 时的Hopf分岔是超临界

的(亚临界的)。 

画出从 )0i1( +− 出发的射线 1L 和特征轨线 )i(̂ ωλ 的图形，对于很小的正数 0>ε ，确定特征轨线绕点
)~(ˆ

11 ωεξ+= PP 逆时针旋转的总数 k。根据方程(9)，有 
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0)( 222 =++ µµss 的根是 )(sλ 的极点。据Routh-Hurwitz准则， )(sλ 有正实部极点的个数等于2。 

推论2  对于很小的正数 0>ε ，设k 是特征轨线绕点 )~(ˆ
11 ωεξ+= PP 逆时针旋转的总数，其中 P̂是射线

1L 和特征轨线 )i(̂ ωλ 的交点。如果 2=k ( 2≠k )，那么系统(2)的分岔周期解是稳定的(不稳定的)。 

4  数字仿真例子 

讨论系统(2)在弱核条件下的数字例子。由推论1知，b决定Hopf分岔方向。如果 0<b ，Hopf分岔点 0µ 是
超临界的；如果 0>b ，Hopf分岔点 0µ 是亚临界的。在对应的频域图中画出射线 1L 和特征轨线 )i(̂ ωλ ，如果
它们相交，则存在极限环，否则极限环就不存在。设射线 1L 和特征轨线 (̂i )λ ω 相交，由推论2知，对于很小

的正数 0>ε ，特征轨线绕点 )~(ˆ
11 ωεξ+= PP 逆时针环绕的总数是k 。如果 2=k ，分岔周期解是稳定的；如

果 2≠k ，分岔周期解是不稳定的。 

例  令 3,1 == ba ，则 5.10 =µ 是Hopf分岔点。由于 03 >=b ，则 5.10 =µ 是亚临界的Hopf分岔点。当

a=1，b=3，m=1.4时，如图1所示，当a=1，b=3，m=1.6时，如图2所示。 
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图1  射线 1L 和特征轨线 (̂i )λ ω 相交，且 2=k ，存在一个稳定的周期解 
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图2  射线 1L 和特征轨线 (̂i )λ ω 不相交，不存在周期解 

5  结  论 

带时延的范台坡方程具有丰富的动力学行为。利用非线性动力学系统的观点，分析理论和实践的问题

是很有价值的。本文以平均时延为分岔参数，表明了当参数经过一个临界值时发生了Hopf分岔，即一族周

期解从平衡点处分岔。在分岔点附近画出射线 1L 和特征轨线 )i(̂ ωλ 的图形，分析Hopf分岔方向和分岔周期

解的稳定性。用参数σ 或b就可确定Hopf分岔方向：如果 20 << a ，那么存在Hopf分岔点。 

本文分析的是带弱核分布式时延的系统。对于强核时延系统，即 0,e)( 2 >= − µµ µ sssk ，其动力学行为

将更加复杂，我们将在另一篇文章中加以分析。 
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